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Resumen:

El presente texto es una introduccién a la informacién cuantica y la computacion cuantica. Se
hace un estudio bibliogréafico de la computacion clésica, los qubits, las puertas légicas cudnticas y
los resultados de universalidad. Se expone la simulacién de sistemas fisico-cuanticos para ilustrar
las ventajas de la computacién cudntica, y se explica brevemente el software cuantico como herra-
mienta para llevar a cabo los circuitos estudiados. Por tltimo, se pone en contexto el resultado de
supremacia cuantica de Google, explicando los circuitos cudnticos aleatorios, la cross-entropy y su
realizacién experimental. Se realiza una simulacién de circuitos cudnticos aleatorios en redes 4x4,
y los resultados obtenidos se comparan con la teoria y con resultados anteriores de la literatura.

Abstract:

The present text is an introduction to quantum information and quantum computation. Clas-
sical computation, qubits, quantum logic gates and universality results are studied from literature.
Simulation of quantum physical systems is discussed to ilustrate the advantages of quantum compu-
tation, and quantum software is briefly explained as a tool to perform the studied circuits. Finally,
Google’s quantum supremacy result is put into context, by explaining random quantum circuits,
cross-entropy and its experimental realization. Random quantum circuit simulations in a 4x4 lattice
are performed, and the obtained results are compared with theory and previous results found in
literature.
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1. Introduccion

La computacion cuantica es la disciplina que
estudia el procesamiento y transmision de infor-
macién mediante el uso de sistemas fisico-cuanti-
cos [1], es decir, aquellos sistemas que se descri-
ben con las leyes de la fisica cudntica. La fisica
cuantica es por tanto la base fundamental de la
computacion cudntica.

Como teoria cientifica, la fisica cudntica sur-
gié a principios del siglo XX en un intento por
explicar algunas de las cuestiones que parecian
no poder ser resueltas con la fisica clasica. Des-
de entonces se ha utilizado para describir un gran
abanico de sistemas fisicos y es una de las teorias
cientificas més exitosas y verificadas.

Medio siglo después de su concepcion, en la
década de los setenta, algunos fisicos se pregun-
taron si podia ser utilizada no solo para describir

sistemas fisico-cuanticos, sino para obtener con-
trol absoluto sobre ellos. Hasta el momento to-
dos los experimentos de la disciplina trabajaban
con muestras que contenian una enorme cantidad
de sistemas cuanticos, ninguno de los cuales era
accesible de forma directa [I]. Surgié por tanto
la idea de que los sistemas cuanticos podian ser
accesibles directamente, y por lo tanto, podian
utilizarse para procesar informacion.

El campo de la computacién cudntica ha evo-
lucionado mucho desde la década de los seten-
ta, tanto tedrica como experimentalmente. Desde
que se vio que los ordenadores cuanticos podian
realizar operaciones exponencialmente mas de-
prisa que los clasicos ha habido un creciente in-
terés en conseguir realizarlos de forma experi-
mental. Esta realizacién experimental se ha con-
seguido de muchas formas, sin embargo nunca
con la escala requerida para superar a ordenado-
res cldsicos. La superacion de la barrera clasica
se denomina comunmente supremacia cudntica.

La carrera por la supremacia cuantica se ha
avivado en la década de los 2010, a medida que
las realizaciones experimentales se han hecho ca-
da vez mas potentes. El creciente interés no ha
aparecido solamente en la comunidad cientifica,
sino también en agencias estatales y companias
privadas. A finales de 2019, Google [2] afirmé
que habia logrado obtener la supremacia cuanti-
ca utilizando un ordenador superconductor. Aun-
que no hay un consenso sobre si este experimento
constituye realmente la supremacia cuantica, sin
duda la computacién cuantica real esta cada vez
mas cerca.

2. Teoria clasica de la compu-

tacion

Los algoritmos son los componentes fundamen-
tales de la computacién clésica, y por tanto jue-
gan también un papel fundamental en la compu-
tacién cudntica. El término algoritmo se puede
entender como una serie de instrucciones que se
aplican sobre un conjunto de valores y los trans-
forman en otro conjunto de valores. En otras pa-
labras, un algoritmo es una herramienta que per-
mite resolver un problema computacional parti-
cular [1].



Histéricamente, el concepto de algoritmo ha
existido desde hace siglos. Sin embargo su de-
finicién moderna fue dada por separado en el
ano 1936 por Alan Turing [3] y Alonzo Church.
Church y Turing intentaban resolver un proble-
ma que habia sido planteado anos atras por el
matematico David Hilbert: el Entscheidungspro-
blem (problema de decisién) [I].

Hilbert se habia preguntado si existia o no un
algoritmo que podria ser usado, en principio, pa-
ra resolver todos los problemas de las matemati-
cas. El esperaba que la respuesta fuese positiva.
Sin embargo, tanto Church como Turing llegaron
a la misma conclusién: la respuesta a la pregunta
de Hilbert era un no rotundo [I]. Para resolver
la cuestién, Church y Turing tuvieron que definir
de forma rigurosa el concepto de algoritmo y al
hacerlo sentaron los cimientos de la computacién
moderna.

2.1. Maquinas de Turing

El modelo que cred Turing para poder definir
un algoritmo de forma matematica se denomina
Mdquina de Turing y se trata de la forma mas
fundamental en la que se puede describir una
computaciéon. Una méquina de Turing tiene los
siguientes componentes [3], 4]

= Un conjunto finito de m estados g1, ..., gm

= Un conjunto finito I' de simbolos

= Una serie infinita ordenada de cajas, deno-
minada cinta, tal que cada una contiene un
simbolo x € I

Como puede verse en la Fig. la maquina
ademads tiene dos variables: el estado actual y el
lugar de la cinta que se esta leyendo en el mo-
mento. Estas variables cambian mientras se eje-
cuta el algoritmo correspondiente. Ademads hay
dos estados especiales, gs y qn, que son los esta-
dos que tiene la maquina al comenzar y al acabar
la ejecuciéon respectivamente.

El algoritmo o programa es por tanto un con-
junto de instrucciones con la siguiente forma

(g,z,q,7',s)

donde ¢, ¢’ son dos estados cualesquiera, x,z’ €
I'yse{+1,-1,0}.

En cada paso de la computacion la maquina
recorre todas las instrucciones hasta que encuen-
tra una con el mismo ¢ que el estado interno y
con el mismo = que hay en el lugar de la cinta que
estd leyendo en ese momento. Cuando encuentra
tal instruccién entonces se cambia el estado in-
terno a ¢’ y el simbolo de la caja a 2’. Por tltimo
la se cinta se mueve a la derecha, a la izquierda
o se queda estacionaria, segun el valor de s.

Escribir programas para maquinas de Turing
es complicado incluso para los algoritmos mas
sencillos. Sin embargo, cualquier algoritmo (sin
importar su complejidad) puede ser computado
por una. Es més, la clase de funciones compu-
tables por una maquina de Turing corresponde
exactamente con la clase de funciones compu-
tables por un algoritmo cualquiera.

Por tanto el concepto de maquina de Turing
encapsula completamente la nocién de computar
una funcién por un algoritmo [I]. Esto se cono-
ce como la tesis de Church-Turing. La tesis de
Church-Turing establece un marco con el que es-
tudiar los algoritmos de una forma mas rigurosa.

Los ordenadores cuanticos también obedecen
la tesis de Church-Turing, porque computan la
misma clase de funciones que son computables
por una maquina de Turing [I]. La ventaja de los
ordenadores cuanticos es entonces la eficiencia
con la que pueden realizar ciertas operaciones en
comparacién con sus equivalentes clasicos. Para
cuantificiar esta eficiencia se utilizan las teorias
de complejidad computacional.

2.2. Complejidad computacional

En la vida real, los algoritmos no se ejecutan
en maquinas de Turing idealizadas sino en siste-
mas fisicos reales, con memoria y tiempo limita-
dos. Por ello, cuando se disenan algoritmos, es
importante asegurarse de que los recursos que
utilizan se mantienen dentro de los limities fisi-
cos que esten disponibles en el momento.

Para poder cuantificar estos recursos se uti-
liza principalmente la notacién asintética. Esta
notacion se define de la siguiente forma. Sean
f(n) y g(n) dos funciones cualesquiera, entonces
f(n) es O(g(n)) si existen enteros positivos ¢y ng
tales que para todo n > ng se tiene f(n) < cg(n).
En otras palabras f(n) es O(g(n)) si g(n) es una
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(a) Ejemplo de una maquina de Turing. En este caso (b) Algunas puertas légicas fundamentales junto a su
el alfabeto es I' = {0, 1, B}, la miquina se encuentra operacién equivalente en el dlgebra de Boole (NOT,
en el estado ¢; y ademads estd leyendo el lugar de la AND, OR, XOR, en orden).

cinta que indica el marcador.

Figura 1

cota superior de f(n) [5].

En general f(n) se refiere a un algoritmo que
utiliza un ntimero de valores de entrada propor-
cional a n y g(n) suele ser una funcién simple
polinémica o exponencial. De esta forma la no-
tacién asintotica es util para estudiar el compor-
tamiento de algoritmos en el peor caso posible.
Un problema se dice que es sencillo si existe un
algoritmo para resolverlo que sea O(n*). Por otra
parte, un problema es complicado si el mejor al-
goritmo posible para resolverlo es O(k™).

Ademsds, en maquinas de Turing, la notacién
asintotica puede referirse tanto a niimero de ope-
raciones requeridas (TIME) como a la cantidad
de memoria utilizada (SPACE) [5]. Por ejem-
plo, si se tiene un algoritmo que actiia sobre n
elementos y este algoritmo es TIME(n?), enton-
ces en el peor de los casos el algoritmo necesitara
aproximadamente n3 operaciones.

Una de las dificultades del estudio de la com-
plejidad computacional es que es posible que di-
ferentes modelos de computacién utilicen dife-
rentes recursos para resolver el mismo problema
[1]. Sin embargo se sabe que si una funcién pue-
de computarse utilizando k pasos en un modelo
cualquiera, entonces esta misma funcién puede
computarse en una maquina de Turing utilizando
como mucho p(k) pasos, donde p es una funcién
polinémica. Esta proposicién se conoce como la
tesis de Church-Turing fuerte [1].

La tesis de Church-Turing fuerte garantiza
que se puede reducir todo el estudio de algorit-
mos al estudio de maquinas de Turing, ya que
(salvo un incremento polindémico) el estudio no

depende del modelo utilizado. Es decir, un pro-
blema sencillo serd sencillo independientemente
del modelo utilizado. Y lo mismo ocurre si el pro-
blema es complicado.

Dependiendo de su complejidad, los proble-
mas pueden clasificarse en clases de complejidad,
que contienen todos los problemas que pueden
ser resueltos por algoritmos con la misma cota
superior. Se sabe que la relacién entre las clases
mas importantes es

LCPCNPCEXP

donde L son problemas que pueden ser resueltos
en SPACE(logn) y los problemas de EXP pue-
den resolverse en TIME(L™). Por otra parte, la
clase P contiene los problemas que pueden ser re-
sueltos en tiempo polinémico, mientras que NP
contiene los problemas cuyas soluciones pueden
ser verificadas en tiempo polinémico [4) [5].

En general, aunque se sabe que estas relacio-
nes se cumplen, no se sabe cuales de ellas son
estrictas, es decir, no se sabe cuales de los con-
juntos anteriores son iguales [5]. El caso de Py
NP es particularmente importante, porque am-
bas clases contienen problemas muy comunes en
criptografia y computaciéon. De hecho, la cues-
tién de si ambos son iguales o no estd conside-
rada el problema més importante de la compu-
tacién en la actualidad [1J.

El ejemplo maés relevante para ilustrar esta
cuestion es el problema de, dado un numero p
cualquiera, determinar sus factores no triviales.
Este problema estd en EXP, ya que obtener los
factores de un ntimero esta considerado en gene-



ral un problema complicado. Sin embargo tam-
bién pertenece a NP, ya que verificar si un niime-
ro dado es factor de p es tan sencillo como dividir
ambos nuimeros.

Podria parecer entonces que P y NP son dis-
tintos, ya que el problema de factorizacién men-
cionado pertenece a NP pero no a P. Sin embar-
go podria existir un algoritmo (ain no descubier-
to) que permita factorizar un nimero en tiempo
polinémico. Para saber con certeza si ambos con-
juntos son distintos o no habria que demostrar
estrictamente que tal algoritmo no puede existir,
v habria que hacer lo mismo para todos los pro-
blemas de NP. La cuestién, por tanto, continua
abierta.

2.3. Modelo de circuitos

Las méaquinas de Turing son un modelo idea-
lizado de computacion, en el sentido de que uti-
lizan un espacio infinito que no se puede realizar
de forma fisica [3]. Existe otro modelo, que es
equivalente a una maquina de Turing en térmi-
nos de poder de computacién, y que sin embargo
es posible de realizar fisicamente. Este modelo es
el modelo de circuitos.

En el modelo de circuitos la computadora
estd compuesta de cables y puertas logicas. Los
cables representan la unidad bésica de compu-
tacion, el bit, que puede ser 0 (no corriente) 6 1
(corriente). Por otra parte una puerta légica es
una funcién f : {0,1}* — {0,1}! que va desde k
bits de entrada hasta [ bits de salida [I}, 4].

Una computaciéon en este modelo comienza
con unos bits de entrada en un estado inicial par-
ticular y sobre ellos se aplican las puertas 16gi-
cas correspondientes de izquierda a derecha has-
ta llegar a los bits de salida, que contienen el
resultado de la computacién. Esto no es més que
la composicién de las funciones que corresponden
a las puertas que hay en el circuito.

Algunas puertas logicas bésicas se muestran
en la Fig. junto a las operaciones légicas co-
rrespondientes. Estas operaciones légicas corres-
ponden con operaciones en algebras de Boole,
que son algebras que tratan con tan solo dos va-
riables: verdadero y falso.

Cualquier funcién puede ser computada por
un conjunto discreto de puertas légicas, que se

denomina conjunto de puertas universales [1J.
Existen multiples conjuntos universales (como
por ejemplo {AND, NOT} [4]), pero todos ellos
pueden evaluar cualquier funcién. La realizacion
fisica es entonces muy sencilla, porque solo ha-
ce falta crear un numero finito de puertas que
actian en un numero finito de cables y con ello
se puede computar cualquier algoritmo.

3. Principios de la computacion

cuantica

El modelo comunmente utilizado en la compu-
tacion cuantica es similar al modelo de circuitos
clasico. En este sentido, el bit cldsico se sustitu-
ye por un equivalente cuantico, el qubit, mientras
que las puertas légicas se sustituyen por puertas
l6gicas cudnticas.

3.1. El qubit

El estado de una computadora de m qubits
viene descrito por un vector ¥ normalizado per-
teneciente al espacio vectorial CV, donde N =
2. El vector tiene la siguiente forma [6]

V= Z O‘x‘xl""’xm>

z€{0,1}™

(1)

Nétese que si z; € {0,1} es un bit, se define
un bitstring = € {0,1}™ como la serie de bits
T = x1...xT,. Por lo tanto el vector que describe
m qubits es una combinacion lineal de todas las
posibles 2" permutaciones de m bits clasicos.

El sistema maés fundamental es entonces el
sistema de un qubit, y se representa como

) = a]0) + B1) (2)
donde como se ha mencionado se cumple |a|? +
|B]> = 1, de tal forma que |a|? y |3|? son las
probabilidades de que el qubit se encuentre en
los estados |0) y |1) respectivamente.

Otra forma de representar un solo qubit que
resulta muy util para visualizarlo es la esfera de
Bloch, que puede verse en la Fig. La ecua-
cién de normalizacién de a y B es la ecuacion de
una esfera, ya que a y 3 son niimeros complejos.
Entonces se puede escribir la Ec. (2)) como [1]

|v) = cosg 0) + e sing 1)



o e e -

1

vt

Hadamard E_

Pauli-X Ef H H
Pauli-Y’ {F {? _o&}
Pauli-Z @ [ (1) Ol]
- s
W T o e

(a) La esfera de Bloch, una herramienta 1til para vi- (b) Las puertas 16gicas cudnticas de un qubit mds im-
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de [).

cial (figura 4.2 de [I]).

Figura 2

donde 0 y ¢ son los angulos que se indican en la
Fig. [24]

A primera instancia, uno podria pensar que,
como un qubit pertenece a C2, entonces puede
almacenar una cantidad infinita de informacion
en las amplitudes « y 5. Sin embargo aunque
técnicamente el valor de las amplitudes si puede
contener infinita informacién, esta informacion
no es accesible. Esto se debe a que, para poder
obtener informacién de un sistema cuantico, hay
que realizar una medicion y al hacerlo el sistema
colapsa a 0 6 1 y la informacién de las amplitudes
se pierde por completo [I]. Por ello aunque en
principio un qubit almacene infinitamente més
informacién que un bit clasico, el acceso a esta
informacién es muy limitado.

Sin embargo, aunque todos los qubits de un
circuito acaban siempre siendo colapsados en bits
clasicos, los pasos intermedios pueden encerrar
un gran poder computacional. Los primeros en
demostrar que tal poder podia sobrepasar en una
tarea concreta a un ordenador clasico fueron Shor,
en 1994, y Grover, en 1995 [IJ.

Hay ademads otra diferencia fundamental en-
tre un bit clasico y un qubit. Se trata de la puerta
l6gica FANOUT, una de las puertas ldgicas mas
importantes en computacion clasica. Esta puerta
copia la informacién contenida en un bit de en-
trada a dos bits de salida. La habilidad de poder
copiar informacion de forma indefinida y fiable

simplifica mucho la creacién de algoritmos y es
uno de los pilares fundamentales del diseno de
circuitos clasicos.

En computacion cudntica, sin embargo, tal
puerta no puede existir. El primero en demostrar
este hecho fue Dieks en 1982, y desde entonces
se ha demostrado en multiples contextos y de
forma més general [1]. El teorema se conoce como
teorema de la no clonacion y se puede resumir de
la siguiente forma. Se define una clonacién como
la transformacion

() @1s) = U([¢) ®s)) = |4) @ [¢)

donde [1) es un estado puro cualquiera y |s) es
el estado en el que se va a realizar la copia [IJ.
Tal transformacion U solo existe para estados or-
togonales entre si, es decir, es imposible disenar
una transformaciéon que pueda copiar un estado
desconocido cualquiera.

El hecho de que no se puedan copiar qubits
de forma arbitraria, a diferencia de como se hacia
de forma clésica, es también uno de los desafios
anadidos a la hora de disenar circuitos cuanticos.

3.2. Puertas cuanticas de un qubit

En el caso de las puertas logicas cudnticas, no
es suficiente con que actuen de forma individual
sobre |0) y |1), sino que ademds deben actuar
sobre una superposicién |¢) de la forma definida



por la Ec. . Una puerta légica cuantica de un
qubit es por tanto una transformacién que actia
sobre |1) de la siguiente forma

[¥) = Uly) = a'10) + 5'[1) 3)

Como |1)) estd normalizado también debe es-
tarlo el estado final, es decir, |o/|?> + |3'|> = 1.
Esto implica que U debe conservar la norma y
por tanto U es unitaria (UTU = UU' = I). Esta
condicién es la winica condiciéon que deben cum-
plir las puertas légicas cuédnticas [I]. Como ya se
ha visto, en computacion clasica solo existe una
puerta logica de un bit no trivial, la puerta NOT
(el resto de puertas de la Fig. actian sobre
dos bits). En computacién cuantica, sin embargo,
hay infinitas puertas diferentes que actiian sobre
un solo qubit, puesto que hay infinitas matrices
unitarias de dimensién 2. El grupo que forman
estds matrices se denomina U(2).

Las puertas mas importantes pueden verse en
la Fig. La puerta X es el equivalente cuantico
de NOT, porque su operacion sobre el estado de
la Ec. es la siguiente [I]

) = X |¢) = 810) + [1)

Es decir, al igual que hacia la puerta NOT, es-
ta operacion cambia los 0 por 1 y viceversa. La
diferencia con la operacion clédsica es que, como
va se ha mencionado, la transformacién cuantica
actia sobre una superposicion y cambia ambos
valores a la vez.

El resto de las puertas que aparecen en la
Fig. [2b|no tienen equivalente clasico. Entre estas
las mas importantes son la puerta Z y la puerta
Hadamard, H, que acttian de la siguiente forma
[1] sobre un qubit

) = Z ) = «[0) = B]1)

_ 0+ 510) —[1)
) = H|¢) =« 7 +6 7

Cabe mencionar que las matrices que apare-
cen en la Fig. 2] estan expresadas en la base

Volvamos ahora a la representacion de la es-
fera de Bloch que se muestra en la Fig. Una

rotacidon genérica en esta esfera se puede definir
como [I]

R;(0) = exp(—ibn - /2)

<0> sl <0> A g
=cos|=|)I—isin|{=|n-o
2 2

donde 6 es el dngulo de la rotacién alrededor del
vector n 'y & es el vector de tres componentes
de las matrices de Pauli X, Y y Z (Fig. .
Este operador de rotacién actiia entonces sobre
el estado [¢) de la Ec. ([2)) rotdndolo alrededor de
77 en la representacién de la esfera de Bloch.
Cualquier rotacion genérica R; () conserva
la norma y por tanto se trata de un operador
unitario. De hecho, se puede ver [I] que un ope-
rador unitario cualquiera U se puede escribir en
funcién de una rotacién de la siguiente forma

(4)

U = exp(ia) Ry (0)

Por tanto la tnica diferencia entre las matrices
de U(2) y las rotaciones en la esfera de Bloch es
una fase arbitraria a.

De la Ec. se puede obtener la forma ma-
tricial para rotaciones alrededor de los ejes x, y
y 2z, que es

r [ s 0
_ | cos3 —isin g
Ra(0) | —isin g coS g ]
.0 -0
_ COS 5 — Sin bl
Ry () | sin g cos g }
'6—i9/2 0
RZ(G) = O ei6/2:|

Ademsds, de Barenco et al. [6], se sabe que
cualquier matriz unitaria puede ser expresada en
una descomposicién de rotaciones alrededor de
los ejes Z-Y. Es decir, para cualquier matriz U
unitaria existen numeros reales «, 3, vy 6 tal
que

U = R, ()R, (7)R.(0) (5)

Este resultado puede extenderse para dos direc-
ciones 1y m arbitrarias no paralelas de la si-
guiente forma

U = Ry (B) R (7)Ra(9) (6)

En el mismo articulo [6] se expone el siguiente
lema, que resulta ser muy 1til en la construcciéon
de circuitos cianticos mas complejos.



Lema 1: Para cualquier matriz unitaria de
determinante unidad W (W € SU(2)), existen
matrices A, By C € SU(2) tal que ABC =1
y AXBXC =W, donde X es la matriz de Pau-
i (Fig. . Este lema se puede extender para
matrices de U(2) si se anade una fase arbitraria
exp(ia) a la descomposicién de W.

3.3. Puertas cuanticas de multiples qu-
bits

Las puertas légicas cuanticas se pueden ge-
neralizar a estados como el de la Ec. , es de-
cir, es posible definir puertas cudnticas que ac-
tuen sobre multiples qubits a la vez. Una puerta
cuantica W que acttia sobre m qubits es por tan-
to una matriz cuadrada de 2" filas y columnas,
que ademds debe ser unitaria W € U(2™). Las
operaciones de multiples qubits mas importantes
son las denominadas operaciones controladas.

Las operaciones controladas son también muy
importantes en computacion clasica, y son aque-
llas que actian de una forma u otra dependiendo
del valor de uno o varios bits de control. En los
lenguajes de programaciéon modernos se utilizan
cldusulas como if, else, etc., aunque también se
pueden expresar como puertas légicas. Un ejem-
plo de una operacién controlada en un circuito
clésico es la puerta XOR, que puede verse en la
Fig. Esta puerta cambia el segundo bit si el
primero es 1, y si el primero es 0 deja ambos
como estaban.

El equivalente cuantico de la puerta XOR es
la operacién que se denomina controlled-NOT. Al
igual que XOR, esta operacion cambia el segundo
qubit (aplica la puerta X) si el primero es |1).
Por lo tanto se puede escribir como [I]

ey [t) = le) [t @ e)

donde @ es la suma médulo 2. La diferencia fun-
damental con la puerta clasica es que la puerta
cudntica es reversible y por tanto el nimero de
qubits inicial y final debe ser siempre el mismo.
La forma matricial de esta transformacién y el
esquema de circuito son los siguientes

10 00

0
0
0

S O =

0 0
01
1 0

donde el primer qubit es el qubit de control y el
segundo el qubit objetivo.

De forma maés general, supongase una opera-
cién arbitaria sobre un qubit U. Una operacion
controlled-U es una operacién de dos qubits que
aplica U sobre el segundo qubit siempre que el
primero sea |1). Es decir [1]

e} [t) = [e) U [t)

El esquema de circuito es el siguiente

©)

£)

Como se ha mencionado, las operaciones con-
troladas genéricas como esta son de extrema im-
portancia para el disefio de algoritmos cuédnti-
cos. Sin embargo, su realizacion fisica es mucho
mas compleja que la de las puertas de un qu-
bit o la puerta CNOT, por lo que es importante
encontrar una forma de poder implementar una
controlled-U genérica en funcién de estas puertas
mas sencillas.

Para llevar a cabo esta construccion se utiliza
el Lema [T como puede verse en la Fig. Esta
construccion fue propuesta por Barenco et al. [6]
De esta forma por tanto se puede descomponer
una operacién controlada arbitraria en operacio-
nes de un solo qubit y puertas CNOT. La eleccién
de las puertas A, B y C' se hace de tal forma que
se cumplan las propiedades que se indican en el
lema.

En el mismo articulo [6] se propone también
la siguiente notacién para caracterizar operacio-
nes controladas. Se utiliza Ag(U) para denotar
una operacion U controlada por k qubits. Por
ejemplo la puerta CNOT se denota A1 (X ), mien-
tras que las que aparecen en las Figs. y
serfan A1 (U) y A2(U) respectivamente. La cons-
truccion de la Fig. fue propuesta también en
este articulo.

La puerta légica Ao(X), es decir, la puerta
CNOT con dos qubits de control, es un caso es-
pecial de A9(U) y se denomina la puerta Toffoli.
Toffoli y Fredkin propusieron la puerta Toffoli
clasica en 1982 y demostraron que es suficiente
para realizar cualquier operacién reversible, es-
to es, es una puerta universal clasica [1]. Més
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(a) Circuito que implementa la operacién controlada (b) Circuito que implementa la operacién controlada

arbitraria A1 (U) utilizando el Lema [}

arbitraria Ao(U), donde se cumple V2 = U.

Figura 3

adelante, Barenco et al. [6] mostraron que se
podia realizar cualquier operacién Ag(X) utili-
zando 4(k — 2) puertas Toffoli, y ademds propu-
sieron un método para realizar operaciones con-
troladas generales Ak (U).

Por dltimo cabe mencionar que en las ope-
raciones controladas hay ocasiones en las que la
operacion debe realizarse cuando el qubit es 0 y
no 1. En este caso simplemente se puede aplicar
la puerta X al qubit de control antes y después
de la operacion. Es decir

FAAY
U

3.4. Puertas cuanticas universales

Como se menciono en la Sec. existen con-
juntos discretos de pocas puertas clésicas que
pueden ser usados para computar cualquier al-
goritmo. Un conjunto universal es por ejemplo
{AND, NOT}. Otro conjunto es la puerta Toffo-
li, que es universal por si misma. Como la puer-
ta Toffoli es también una puerta cudntica, esto
implica que un circuito cuantico puede realizar
cualquier operacién posible para uno clésico [7],
utilizando puertas Toffoli. Por supuesto lo mis-
mo no sucede al contrario, y la puerta Toffoli
no es suficiente para realizar cualquier circuito
cuéntico.

Un resultado similar de universalidad existe
también para circuitos cuénticos. El proceso es
sin embargo un poco mas complicado y contiene
tres construcciones distintas que culminan en la
prueba de que cualquier operacién unitaria pue-
de ser aproximada con precisén arbitraria por un

conjunto discreto de puertas cudnticas [I]. Las
tres construcciones son las siguientes.

3.4.1. Las puertas unitarias de dos nive-
les son universales

Supongase que se tiene una matriz unitaria
U de dimensién N. Se denota esta matriz por
U(N). Se define ademds una matriz unitaria de
dos niveles como una matriz que realiza una ope-
racién unitaria a un subespacio de dos dimensio-
nes del espacio de Hilbert N-dimensional, dejan-
do el resto del espacio, de dimensién N — 2, tal
y como estaba.

Las matrices de dos niveles pueden ser usa-
das para hacer todos los elementos no diagonales
de U(N) nulos mediante un proceso similar a la
eliminiacién Gaussiana. La matriz U (V) se mul-
tiplica por matrices de dos niveles Tn,. Se eligen
estas matrices de tal forma que al multiplicar su-
cesivamente con ¢ = N — 1,...,1 la ultima fila y
la dltima columna se hagan nulas excepto por el
valor de la diagonal.

UN)-Tyn_1 - Ty = [U(N ~-1) 0 ]

0 eia

Las transformaciones T, pueden seguir aplican-
dose de forma recursiva hasta que se ha reducido
la matriz original U(N) a la identidad Iy de di-
mensién N. Es decir

UN) - Tnn-1-TnN—2---To1-D=1Iy

donde D es una matriz diagonal de elementos
con modulo 1 que se deshace de las fases que van
resultando. Despejando de esta expresién se llega
a

U(N) = (TN,N—I : TN,N—2 S T271 . D)_l



que, como todas las transformaciones son unita-
rias, puede escribirse como

U(N) =D T2T,1 T T]]:I,N—Q ’ TJTV,N—1

Por lo tanto, cualquier matriz unitaria de di-
mensién N puede escribirse como producto de
matrices unitarias de dos niveles. Este produc-
to tiene, como mucho, N(N — 1)/2 operaciones
Tng. Sin embargo, es posible que algunas ma-
trices se puedan descomponer utilizando menos
operaciones.

Esta demostracion fue realizada por prime-
ra vez por Reck et al. [§], quienes ademds idea-
ron un método para levar a cabo las operaciones
Tng de forma experimental utilizando divisores
de haz. En [I] se propone un método alternativo
para obtener la descomposicién de forma tedrica,
y se demuestra que tal descomposiciéon siempre
existe.

3.4.2. Las puertas de un qubit y CNOT

son universales

La universalidad de CNOT y operaciones uni-
tarias de un qubit fue demostrada por primera
vez por DiVincenzo [7]. Sin embargo, la prueba
presentada aqui estaba basada en la presentada
en [I] que es conceptualmente mucho méas senci-
lla.

Se parte de una matriz U de dos niveles co-
mo se ha definido en la secciéon anterior. Como
es una matriz de dos niveles solo actua de for-
ma no trivial en un subespacio de dimensién 2,
generado por los estados denominados |s) y |t).
Ademés se define U como la submatriz 2x2 de U
no trivial. U puede entenderse como un operador
unitario que actiia sobre un solo qubit.

Para poder construir U utilizando tan solo
puertas de un qubit y CNOT se utilizan los cddi-
gos de Gray. Un codigo de Gray es una secuencia
de ntimeros binarios de tal forma que los elemen-
tos adyacentes en la secuencia difieran solo en
un bit. Por ejemplo, el cédigo de Gray entre los
nameros 0001 y 1100 es la secuencia 0001, 0000,
1000, 1100. Nétese que el cédigo de Gray entre
dos numeros representados por n bits puede te-
ner como mucho n + 1 elementos, ya que como
mucho estos niimeros difieren en n posiciones.

El procedimiento utilizado para construir U
es entonces el siguiente. Se tiene el cédigo de
Gray g1, ..., gm que conecta s y t con g1 = Sy
gm = t. Se hacen actuar una serie de puertas
cudnticas que lleven a cabo los cambios |g1) —
lg2) = ... = |gm—1). Como los estados adyacen-
tes difieren como mucho en un bit, estos cam-
bios se pueden realizar trivialmente con una sola
puerta Ag(X) con qubits de control los que son
diferentes entre ambos estados. Después se reali-
za la operacién U controlada, con el qubit obje-
tivo siendo el qubit que es diferente entre |g,,—1)
Y |lgm), v el resto de qubits siendo de control.
Por 1ltimo se deshacen los cambios hechos en el
primer paso, es decir, |gm—1) — ... = |g1), sim-
plemente aplicando en orden inverso las mismas
puertas que se aplicaron al principio.

Por ejemplo, el cédigo de Gray 000, 001, 011,
111, que une los estados |000) y [111), da lugar
al siguiente circuito

|g1) U
|QB> N N

donde la base estéd expresada como |q1¢2q3). Co-
mo puede observarse, U actda sobre el primer
qubit tan solo cuando el estado es |000) o [111).
Este circuito implementa por tanto una opera-
ciéon de dos niveles que solo actia de forma no
trivial sobre los estados [000) y |111).

Se puede ver por tanto que implementar una
operacién unitaria de dos niveles requiere co-
mo mucho 2(n — 1) operaciones controladas para
realizar el cambio de |g1) a |gm—1) y deshacerlo
después, donde n es el ntimero de qubits. Cada
una de estas operaciones controladas son del tipo
Ak(X) y por tanto requieren O(n) puertas de un
solo qubit y CNOT, como se ha visto en la Sec.
Por lo tanto la implementacién de una ope-
racién de dos niveles require O(n?) puertas de un
qubit y CNOT. Como se ha visto en la secciéon
anterior, una matriz unitaria de dimensiéon N se
puede escribir como producto de, como mucho,
O(N?) = O(4") operaciones de dos niveles.

Combinando ambos resultados se llega a que
una operacién unitaria cualquiera que actia so-



bre n qubits puede ser implementada utilizan-
do como mucho O(n?4") puertas de un qubit y
CNOT. Es decir, estas son universales para la
computacion cuantica.
3.4.3. Un conjunto discreto de puertas
universales

Falta por 1ltimo utilizar los resultados an-
teriores para obtener un conjunto discreto de
puertas que sean suficientes para la computacién
cuantica universal. Obviamente un conjunto dis-
creto nunca va a poder implementar una opera-
cién unitaria arbitraria de forma exacta, porque
el conjunto de matrices unitarias es continuo. Por
lo tanto se va a buscar un conjunto discreto que
sea capaz de aprorimar cualquier matriz unitaria
con una cierta precision.

La siguiente demostracion fue propuesta por
Boykin et al. [9]. En este articulo se considera
el conjunto discreto de puertas H, T (Fig. [2b) y
CNOT, que es el conjunto considerado estindar
de puertas universales y se denota con la letra .
Existen otros conjuntos discretos universales, sin
embargo, su universalidad es mas complicada de
demostrar [IJ.

Es bastante tutil definir las siguientes identi-
dades.
= Ho%H

z

1 0
= U;/2U?U;1/2 O-? = |:0 eimx:|

g

[

<o 8O

H® = 05/4(7?0;1/4
donde o; son las matrices de Pauli. Notese que
la puerta T perteneciente al conjunto universal
es simplemente 0;/ ‘)
La demostracién es la siguiente. Considerense
la rotaciones que resultan de los siguientes pro-
ductos de matrices unitarias del conjunto discre-

to ¢

el)\ﬂ"nl‘o' = 02—1/40916/4 (7)
e'L/\ﬂnQ-a' = H71/20_Z71/40_916/4H1/2

de tal forma que ambas rotaciones son de 27\
radianes pero alrededor de direcciones diferentes,
fi1 y Ni2. Ambas ecuaciones se pueden combinar
para obtener A, que resulta ser

cos AT = cos? % (8)

Ademsds al combinarlas se pueden obtener ny y
ny de forma explicita, y se puede ver que son
perpendiculares [9]. Se puede demostrar, partien-
do de la Ec. , que A es un numero irracional
[9]. Al ser irracional puede por tanto usarse para
aproximar cualquier fase

6zn)\7r ~ ez¢>

para un n € N. Por lo tanto 35 € N tal que
Arj~ ay Jk € N tal que Atk =~ [. Entonces se
tiene

N 2\J L
(61)\7rn1 cr) ~ oo

i & k g
(ez TRY O') ~ iBN2:G

Con esto ya es suficiente. Las rotaciones de
la parte derecha de la ecuacién anterior son su-
ficientes para realizar cualquier matriz unitaria
U, ya que al ser n; y no perpendiculares se pue-
de realizar una construccién como la de la Ec.
@. Como las expresiones de la Ec. @ pueden
escribirse inicamente en funcién de puertas H y
T, entonces estas son suficientes para aprozimar
cualquier matriz de U(2).

Este resultado no dice nada de la precisién
con la que H y T pueden realizar esta aproxi-
macién. Sin embargo es facil ver [9] que para un
e > 0 cualquiera se pueden realizar un nime-
ro polinémico en 1/e de iteraciones de €™ tal
que se llege a €® con una precisién de e. Es-
ta aproximacion se puede realizar por tanto con
una precisién e arbitraria. Sin embargo, se sabe
que en general aproximar operaciones unitarias
es un problema complicado, en el sentido de que
se requiere un nimero de puertas exponencial en
el nimero de qubits [1].

En la Sec. 3:4.2] se demostré que las puertas
de un qubit junto con CNOT son universales.
En esta seccién se ha visto que H y T son su-
ficientes para aproximar cualquier puerta de un
qubit. Por lo tanto combinando ambos resulta-
dos se llega a que el conjunto {H, T', CNOT'}
es universal para la computacién cudntica con
precision arbitraria.

3.5. Medicion

El elemento final de los circuitos cuanticos es

la medicién de los qubits. Medir un qubit con-

10



siste en colapasar el estado cudntico asociado en
una base correspondiente (en general la base de
computacion {|0),]1)}). Al colapsar los estados
se transforma la informacion cuantica contenida
en informacién clésica, es decir, los qubits pa-
san a ser bits. En general una medicién es una
operacion irreversible, ya que a partir de un bit
clésico no se puede averiguar las amplitudes que
tenia el qubit original. Para que una medicién
sea reversible no debe revelar informacién sobre
el estado cudntico que estd siendo medido [1].

Para designar una medicién se utiliza el si-
guiente simbolo

)

Las mediciones se utilizan a menudo como
operacién intermedia para controlar otras ope-
raciones mas adelante en el circuito. Sin embar-
go estas mediciones siempre pueden moverse al
final del circuito [1]. Esta equivalencia se puede
ilustrar de la siguiente forma, donde las lineas
dobles denotan bits clasicos

A
—

Simulacién de sistemas cuanticos

3.6.

Una de las potenciales aplicaciones més im-
portantes de los ordenadores cuanticos es la si-
mulacién de sistemas cudnticos reales. En gene-
ral para simular clasicamente un sistema cuanti-
co (como una molécula, por ejemplo) se requiere
una cantidad de informacién que es exponencial
con el tamano del sistema a simular [1]. Parece
evidente, entonces, que ordenadores que funcio-
nan basados en las leyes de la mecdnica cudntica
puedan simular esta de forma mas eficiente. El
primero en proponer tal idea fue Feynman, en
1982 [1].

En general, las simulaciones de sistemas clasi-
cos se basan en la resolucién de las ecuaciones di-
ferenciales que caractericen las leyes del sistema
que se quiere simular. El objetivo es obtener el
estado del sistema en un tiempo ¢ dado un estado
inicial particular. Para llevar a cabo este proce-
so se aproxima el estado con una representacién
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digital y se discretiza la ecuacién en el tiempo y
el espacio, de tal forma que al iterar la evolucion
se avance desde el estado inicial hasta el estado
final [1].

La ecuacién que gobierna el comportamiento
de la mayoria de sistemas cudnticos es la ecua-
cién de Schrodinger, que se puede expresar de la
siguiente forma [I]

0 1 92

(9)
Esta ecuacién no es particularmente mas com-
plicada que otras ecuaciones de sistemas clasi-
cos, como puede ser la ecuacién de Poisson. La
dificultad anadida aparece, como ya se ha men-
cionado, en que se necesita resolver un nimero
exponencial de ecuaciones diferenciales.

En el caso de hamiltonianos independientes
del tiempo, la Ec. (9) se reduce a [1]

(1)) = e y(0))

En general un hamiltoniano H cualquiera es
complicado de exponenciar. Por suerte, en mu-
chos sistemas fisicos de multiples particulas es-
tas solo interactuan de forma local, por lo que se
puede descomponer el hamiltoniano en

(10)

(11)

donde cada H}, actia como mucho sobre un ntme-
ro constante de particulas y L es polinémico con
respecto al nimero de particulas total [I]. Esta
aproximacion de localidad es bastante razonable,
porque la mayoria de las interacciones presentes
en la naturaleza se debilitan rapidamente al au-
mentar la distancia.

La descomposicion de la Ec. se apoya
ademads en la siguiente ecuacién

lim ( GiAt/n eiBt/n)n — (i(A+B)t (12)
n—oo

conocida como la férmula de Trotter [1]. Nétese
que A y B no tienen por qué conmutar. Modifi-
caciones de esta férmula, como la Ec. , per-
miten aproximar el hamiltoniano de la Ec. (11
como un producto de factores e #rAt Siempre

y cuando cada uno de estos factores pueda ser



aproximado por un circuito cudntico, entonces
también podra serlo el hamiltoniano (ya que el
circuito de un producto de operadores es sim-
plemente la combinacion de los circuitos de cada
operador).

ei(A-i—B)At _ eiAAteiBAt + O(At2) (13)

Algoritmo de simulacién cudntica [I]

Requisitos: Se parte de un hamiltoniano de
la forma dada por la Ec. , un estado inicial
|9hg) ¥ un tiempo ¢y al que se desee evolucionar
el sistema.

Procedimiento: Se elige una representacion
de tal forma que el estado |1;> compuesto por n
qubits aproxime el sistema fisico, y de tal for-
ma que cada operador e kAt ge pueda aproxi-
mar de forma eficiente con un circuito cudntico.
Se construye el circuito cuantico correspondien-
te, Ua¢, utilizando una modificacion adecuada de
la férmula de Trotter (como por ejemplo la Ec.
(13))) v una discretizacion At.

L [do) < [tho); j <0

2. 1) « Une[d;)

3. j« j+1; ir a 2 hasta que jAt > t;
4. [P(tg)) 195

Resul~tado: El resultado obtenido es el esta-
do final |¢(tf)), que es el estado en el tiempo ¢
tras la evolucion del hamiltoniano.

Este algoritmo computa la evolucién temporal
del sistema (Ec. (10))) y por tanto es una simula-
cién de un sistema cuantico. Hay una principal
diferencia, sin embargo, con una simulacién clasi-
ca: cada iteracion del algoritmo cudntico reem-
plaza completamente el estado del sistema. Por
lo tanto no hay forma de obtener informacién
de un estado intermedio sin alterar significativa-
mente el algoritmo. Ademas, el estado final debe
ser medido con cautela para garantizar que se
obtiene la informaciéon que se desea, ya que una
vez medido no se puede obtener mas informacién
de él.

Por dltimo hay que mencionar que existen
muchos hamiltonianos que no pueden ser simu-
lados por ningtn circuito cuantico. Esto se debe
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a que, como se ha mencionado en la Sec. [3.4.3]
existen transformaciones unitarias que no pue-
den ser aproximadas de forma eficiente por un
ordenador cuantico. Estos algoritmos, sin embar-
go, no aparecen en la naturaleza, porque si lo
hiciesen podrian utilizarse para realizar compu-
taciones mas alld del modelo de circuitos cuanti-
co [1].

4. Software cuantico

El software cuantico es la descripcién de al-
goritmos cuanticos utilizando lenguajes de pro-
gramacién. Utilizar lenguajes de programacion
es util porque permite tratar ideas algoritmicas
(como por ejemplo el algoritmo de simulacién de
la seccién anterior) y transformarlas en progra-
mas practicos para estudiar su utilidad, eficiencia
y mejorar su diseno mas alla de un simple trato
tedrico. Sin embargo, como la realizacién experi-
mental de los ordenadores cuanticos es tan com-
plicada, a menudo el software cuantico se ejecuta
en ordenadores clasicos, que, si bien en principio
no son los suficientemente rapidos como para si-
mular muchos qubits, pueden ser ttiles para es-
tudiar programas pequenos.

Los lenguajes de programacién cuanticos y
sus arquitecturas y compiladores han sido un
gran objeto de estudio en la literatura [10]. Sin
embargo esta seccion se centra en OpenQASM,
que es el lenguaje de ensamblador cuantico di-
senado por IBM y descrito en [10]. OpenQASM
fue disenado especificamente para ser utilizado
en los ordenadores cuanticos de pocos qubits de
IBM, aunque también puede ejecutarse en siste-
mas clasicos y esta es su principal ventaja frente
a otros lenguajes.

La sintaxis de OpenQASM tiene elementos
de C y lenguajes ensamblador. Las instrucciones
se separan con ; y la primera linea debe ser siem-
pre OPENQASM M.m; donde M.m indica la versién
(por ejemplo 2.0). Los unicos tipos de variables
disponibles son qreg y creg, y con ellos se pue-
den crear registros de bits cudnticos y clasicos
respectivamente, de la siguiente forma

greg rcuant[M];

creg rclas[N];



donde rcuant y rclas son los nombres de las
variables y M y N el nimero de qubits y bits,
respectivamente. Notese que, como en la mayoria
de lenguajes de programaciéon, los nombres de
las variables son completamente arbitrarios y se
dejan a eleccion del programador.

Sobre los registros cudnticos se pueden apli-
car puertas légicas cudnticas, haciendo

puerta rcuant[i];

donde i indica el qubit del registro que se esta
modificando y puerta es el nombre (arbitrario)
de la puerta légica cudntica. Para puertas de mas
de un qubit se indican los diferentes qubits sepa-
rados por comas. OpenQASM tiene por defecto
definidas cualquier puerta de un qubit y la puer-
ta CNOT, que, como se vio en la Sec. son
universales para la computacién cuantica. Su sin-
taxis es

U(gamma, beta, delta) rcuantl[i];

CX rcuant[i], rcuantl[j];

donde gamma, beta y delta son los angulos que
permiten definir cualquier rotacién de un qubit,
tal y como se indica en la Ec. (9) (salvo fase
arbitraria). En el caso de la puerta CNOT, i es
el qubit de control y j el objetivo.

Se pueden definir ademas puertas propias, de
forma similar a las funciones en lenguajes de pro-
gramacién clasicos

gate puerta(params) qargs {...}

donde params son los argumentos y qargs son
los qubits sobre los que actua la puerta. Multi-
ples argumentos y qubits se separan con comas.
Dentro de los corchetes deben ir las instrucciones
necesarias para definir la puerta, haciendo uso de
los argumentos y los qubits.

Las mediciones se pueden realizar de la si-
guiente forma

measure rcuant[i] -> rclasl[j];

donde measure colapsa el qubit i de rcuant y
su informacién clasica se guarda en el bit cldsico
j del registro clasico rclas.

Como en muchos lenguajes de programacion
tradicionales, se pueden escribir comentarios uti-
lizando //. Ademas se puede incluir cédigo de-
finido en otros archivos con la etiqueta include

"archivo". El resto de elementos de sintaxis son
menos importantes, y estdn definidos de forma
extensa en [10].

Para ilustrar la sintaxis se presenta el siguien-
te ejemplo, que pone en practica la mayoria de
las reglas anteriores para ejecutar el circuito ya
visto de la Fig. 3a (salvo fase arbitraria).

OPENQASM 2.0;
gqreg rcuant[2];

gate A g {...}
gate B q {...}

gate C q {...}
C rcuant[1];

CX rcuant[0], rcuant[1];

B rcuant[1];

CX rcuant[0], rcuant[1];
U(0, 0, 2*alpha) rcuant[1];
A rcuant[1];

Las puertas A, B y C y el pardmetro alpha de-
penden del operador U de la Fig.

OpenQASM es un lenguaje de bajo nivel (co-
mo cualquier lenguaje ensamblador), en el sen-
tido de que las instrucciones que ejecuta y los
registros de memoria que maneja son muy cer-
canos a la realizacién fisica. Por ello puede ser
complicado integrarlo con otras herramientas y
por tanto hacer anélisis estadistico, dibujar grafi-
cas, etc. Para solucionar este problema IBM cred
qiskit, una libreria que permite ejecutar instruc-
ciones de OpenQASM directamente en Python,
de tal forma que pueden combinarse con el resto
de funcionalidad de este lenguaje.

5. Supremacia cuantica

Si bien todos los resultados anteriores son de
tremendo interés, sin una realizacién experimen-
tal la computacién cuantica no seria mas que una
curiosidad tedrica. Sin embargo la realizacion de
circuitos, algoritmos y sistemas de comunicacién
cudnticos es extremadamente complicada [I] y
por tanto hay multiples paradigmas de construc-
cién muy distintos entre si (qubits superconduc-
tores, iones atrapados, 6ptica cuéntica, etc).
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Figura 4: Ejemplo de un circuito cuantico aleato-
rio (de profundidad 6) en una configuracién uni-
dimensional de qubits. El conjunto discreto de
puertas en este casoes £ = {H,T,CZ, VX, \/}7}

Como no se pueden cubrir todos, esta sec-
cién se va a centrar en concreto en la realizacion
fisica que ha llevado a Google a su resultado de
supremacia cuantica [2], que, como se dijo en la
introduccién, supone la primera realizacién de
un ordenador cuantico que ha superado a uno
clésico en alguna tarea. Para ello se va a expli-
car primero el desarrollo teérico que hay tras la
prueba de supremacia (expuesto en [11]) y des-
pués se relacionara con la realizacién experimen-

tal de [2].

5.1. Circuitos cuanticos aleatorios

Los circuitos cudnticos aleatorios son aque-
llos circuitos en los que las puertas légicas cuanti-
cas que los componen han sido elegidas de for-
ma aleatoria. Constituyen un ejemplo de caos
cudntico, ya que son sistemas en los que un pe-
queno cambio en las condiciones iniciales provo-
ca una gran divergencia en el estado final. Més
formalmente, la cantidad | (1;]15) | decrece ex-
ponencialmente con el tiempo, donde |i);) es el
estado correspondiente al circuito y |i)f) el es-
tado que resulta de una pequena perturbacién
€ al hamiltoniano de evolucién. Los estados re-
sultantes no poseen simetrias y estan extendidos
por todo el espacio de Hilbert.

Las puertas utilizadas en los circuitos cuanti-
cos aleatorios pertenecen a un conjunto discreto
£, que es en general universal, de tal forma que

la totalidad de los circuitos que pueden ser ge-
nerados cubre U(2) completamente. En la Fig.
puede verse un circuito cuantico aleatorio. En es-
te caso, y en el resto de esta seccién, el conjunto
discreto de puertas es € = {H,T,CZ, VX, \/17}
La profundidad es el nimero de etapas que tiene
el circuito, donde en cada etapa se le aplica a ca-
da qubit una puerta de &, o ninguna. El circuito
de la figura tiene una profundidad de 6.

En la practica, los circuitos cudnticos alea-
torios no se crean puramente al azar, sino que
estan sujetos a unas ciertas restricciones. La ma-
yoria de estas restricciones son debidas a limita-
ciones de las realizaciones fisicas de ordenadores
cuanticos, aunque también se pueden imponer de
forma arbitraria para dotar al circuito de cier-
tas caracteristicas. Por ejemplo, en el caso de la
Fig. [d como la disposicién real de los qubits es
de una dimensién, solo puede aplicarse la puerta
CZ entre qubits adyacentes. Ademas, como re-
gla arbitraria, la puerta H se aplica solo a todos
los qubits del primer ciclo.

Un circuito cudntico aleatorio es por tanto
una transformacion U sobre n qubits de tal for-
ma que el estado final sea |¢)) = U |1y) y el inicial
|o) = ]0)". La probabilidad de que el estado
final sea el bitstring z; € {0,1}" es py(z;) =
| (z;|¥) |2. La distribucién de estas probabilida-
des se aproxima a la forma exponencial Ne NP,
conocida como la distribucién de Porter-Thomas,
a una velocidad que crece con la profundidad del
circuito y con la dimensién de la red en la que
estan situados los qubits.

Es interesante estudiar no solo un resultado
individual, sino una muestra de bitstrings obteni-
dos por miultiples ejecuciones del circuito. Se de-
nomina muestra S al conjunto S = {xg,...,Tm}
de bitstrings obtenidos de m medidas del circui-
to en la base computacional. Siempre que m sea
polinémico en n, cada bitstring de la muestra
serd unico, ya que cada una de las probabilidades
pu(z;) es del orden 1/N = 27", Esto implica que
el resultado de un circuito cuantico aleatorio no
puede distinguirse del resultado de un muestreo
uniforme, a no ser que se calcule la distribucién
de probabilidad del circuito py(z;).

Si se calcula la distribucién de probabilidad,
entonces, como la distribucién de Porter-Thomas
tiene un dominio sustancial en Np < 1, se puede
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H — r=0

(a) Distribuciones de probabilidad reescalada. Los
puntos azules son la distribucién de Porter-Thomas
y la linea negra discontinua la distribucién uniforme.
Las lineas de distintos colores son las distribuciones
del circuito cuantico aleatorio simulado, con distintos
ratios de error de Pauli 7.

Sin errores

Un error de Pauli

indicej de cada bitstring (ordenados)

(b) Distribucién de probabilidades py(x;) de los bits-
trings z; ordenada de forma creciente (linea azul). Mis-
ma distribucién tras anadir una puerta Z en un solo
lugar en el circuito y realizar la media de las probabi-

lidades para todos los lugares posibles (linea roja).

Figura 5

distinguir completamente de la distribuciéon uni-
forme (cuya forma viene dada por §(p — 1/N)).

Ambas distribuciones pueden observarse en la
Fig. donde ademas puede apreciarse su clara

diferencia.

La probabilidad conjunta de todos los ele-

mentos de la muestra S es

Pro(s) = ] pu(a)

;€S

Por el teorema del limite central se tiene entonces

log Priy(S) = > logpy ()
z;€8 (14)
= —mH (py) + O(m'/?)
donde
N
H(py) ==Y _ pu(xi)logpy(z;) (15)

i=1

es la entropia de la distribucién. Como la distri-
bucién se aproxima a la de Porter-Thomas en-

tonces su entropia se puede escribir como

H(py) = —/ pN2e NP log pdp
0

=logN -1+~

(16)

15

donde v = 0,577 es la constante de Euler.

5.2. Cross-entropy

Sea A, (U) un algoritmo clésico con coste
computacional polinémico en n, que toma co-
mo entrada un circuito cuantico aleatorio U y
devuelve como salida un bitstring  con distri-
bucién de probabilidad p.;(x|U). Considerese en-
tonces una muestra de muiltiples resultados de
este algoritmo Sy = {z§,...,2¢}. La probabili-
dad conjunta de que esta muestra sea observada
por el circuito es

Pry(Sa) = ] pu(=)
xflESCl
El teorema del limite central implica que
log Pry(Sa) = —mH (pa,pu) + O(m'/?) (17)

donde
N
H(pe,pu) = — Y _ pei(ai|U) log py (:)
i=1
se denomina cross-entropy entre py(x) y pe(z|U).
Esta ecuacién relaciona las distribuciones de pro-
babilidad teérica py(z;) con las resultantes de



un algoritmo cualquiera A, (U) y sirve por tan-
to para juzgar si este algoritmo esta simulando
de forma correcta el circuito cuantico aleatorio.
Por ejemplo, si la cross-entropy es mayor que
la entropia H(p) eso implica que la distribucién
pel(z|U) esta muestreando bitstrings que tienen
una menor probabilidad de ser observados por el
circuito U.

Cuando Ay (U) es un algoritmo ideal, enton-
ces su distribucién de probabilidad es igual a la
tedrica y por tanto la cross-entropy es simple-
mente a la entropfa de la distribucién (Ec. (15)).
La cross-entropy de un algoritmo aleatorio uni-
forme es

Hy=1logN +~

donde v es la constante de Euler.

Noétese que, para conocer el estado del circui-
to tras un tiempo finito se requiere una simula-
cién directa de este. Por lo tanto, como tal si-
mulacién directa es necesariamente exponencial
en n, la salida de cualquier algoritmo clasico que
no sea exponencial en n estd practicamente no
relacionada con la distribucién de py(z;).

Se propone entonces la siguiente forma de
comprobar si se ha llegado a la supremacia cudnti-
ca. Se mide la calidad de un algoritmo A como
la diferencia entre su cross-entropy y la cross-
entropy de una distribucién cldsica uniforme. Es-

ta cantidad se denomina diferencia de cross-entropy

y es
AH(pa) = Ho — H(pa,pu)

5 (-t

Noétese que en este caso A puede ser un experi-
mento cuantico real, o un algoritmo clésico ex-
ponencial o polinémico en n, y la diferencia de
cross-entropy mide lo bien que A puede prede-
cir la salida de un circuito cudntico aleatorio U
tipico. Esta cantidad es igual a la unidad para
un circuito cuantico aleatorio ideal, y nula para
una distribuciéon uniforme.

La diferencia de cross-entropy en un ordena-
dor cuantico experimental se denomina

PU(%‘)

a = Ey [AH (pexp)] (18)

donde Ey es la media de un conjunto {U} de
circuitos. La supremacia cudntica se consigue, en
la préctica, cuando

C<a<l (19)
donde C es la diferencia de cross-entropy del me-
jor algoritmo clésico conocido.

Como la diferencia de cross-entropy mide la
calidad de prediccién de U, si se cumple la Ec.
(19) esto implica que un ordenador cuantico ha
superado al mejor algoritmo clasico conocido C'
en la tarea del muestreo de distribuciones de un
circuito cuantico aleatorio. Nétese que para cir-
cuitos de pocos qubits, que se pueden simular
completamente en ordenadores clasicos, C' =1y
la supremacia es imposible.

5.3. Realizaciéon experimental

Para poder demostrar la supremacia cuantica
se requiere calcular la diferencia de cross-entropy
para un ordenador experimental. Sin embargo,
al tratarse de un sistema real, es imposible sa-
ber de forma exacta la distribucién de probabili-
dad del circuito, por lo que es imposible obtener
pa(x;|U). Por suerte, con el teorema del limi-
te central, la diferencia de cross-entropy puede
aproximarse como

1 m
a~ Hy— — g log
mis ()

(20)

De tal forma que ya no es necesario conocer
la distribucién de probabilidad del circuito. El
proceso de estimacién experimental es entonces
el siguiente

= Se selecciona un circuito aleatorio U con
puertas de un conjunto universal.

» Se realizan m ~ 102 — 10° medidas, que re-

sultan en los bitstrings Sexp = {277, ..., Tm" }.

exp

= Se calculalog1/py(x;") para todos los bits-
trings x; obtenidos, con la ayuda de un or-
denador clasico.

= Se estima « con la Ec. .

Cuando el circuito es lo suficientemente gran-

de las cantidades py (x5

;. ) no se pueden obtener
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de forma numérica. Entonces C ~ 0 y la supre-
macia puede llevarse a cabo. Sin embargo esto
implica también que « no puede calcularse di-
rectamente.

;,Como puede demostrarse entonces que la
realizacién experimental del circuito es mas efi-
ciente que el mejor algoritmo clasico C'? En [11]
se proponen dos métodos distintos para calcular
a, de tal forma que si los dos valores obtenidos
estdn en acuerdo, entonces « es valido y la Ec.
puede cumplirse. En primer lugar, « se pue-
de extrapolar a partir de su valor en circuitos que
si pueden simularse clasicamente, ya sea porque
tienen menos qubits o porque tienen menor pro-
fundidad. En segundo lugar, a se puede aproxi-
mar a partir de estimaciones experimentales de
la fidelidad del circuito.

Todo el marco tedrico presentado en esta sec-
cion fue el utilizado en el experimento de supre-
macfa cuantica [2]. El circuito se llevé a cabo
en un chip de 54 qubits superconductores, que
son los suficientes como para que la simulacién
clasica sea imposible y por tanto C' ~ 0. En este
chip, denominado Sycamore, los qubits estan or-
ganizados en una red bidimensional, y cada qubit
puede interactuar tan solo con sus cuatro vecinos
préoximos. El avance més grande de este proce-
sador frente a sus antecesores es que se consigue
una alta fidelidad en operaciones de uno y dos
qubits, no solo de forma aislada sino al ejecutar
computaciones realistas en las que intervienen
todos los qubits [2].

Sycamore se calibra con la ayuda de algorit-
mos clasicos y simulaciones de circuitos de menos
qubits. Después se estima « de las dos formas in-
dicadas anteriormente (extrapolacién y fidelidad
del circuito), y como los valores estédn en acuerdo
y a > C' se puede afirmar que se ha conseguido
la supremacia cudntica. Sycamore tarda tan solo
200 segundos en obtener un millén de muestras
del circuito, mientras que un muestreo equivalen-
te y de la misma fidelidad tardaria 10.000 anos
en un millén de nicleos clasicos [2].

5.4. Simulacion para pocos qubits

En esta seccion se va a realizar una simula-
cioén clasica de circuitos cuanticos aleatorios, con
el objetivo de reproducir los resultados mas re-

N N I
e A N
A A I

Figura 6: Distribucién de las puertas CZ para
una red de qubits 4x4. Estas distribuciones se
iteran de forma secuencial de izquierda a derecha
y arriba a abajo.

levantes de [LI]. Para obtener la distribucién de
probabilidad final de un circuito cuantico aleato-
rio son necesarias todas las amplitudes del estado
resultante, por lo que la memoria RAM necesaria
en funcién de los qubits es

M(n) =16-1072" GB

ya que cada amplitud es un ntimero complejo y
por tanto ocupa 128 bits. Para llevar a cabo las
simulaciones realizadas en la seccién 4 de [11],
por ejemplo, fueron necesarios M (36) =~ 1100
GB y M (42) ~ 70400 GB de memoria RAM.

Esta cantidad de memoria es completamente
inaccesible hoy en dia salvo para grandes super-
ordenadores. Por lo tanto en esta seccién se van a
exponer los resultados de una simulacién equiva-
lente en una red de 4x4 qubits. Esta disposicién
requiere tan solo M (16) ~ 1 MB, lo que permite
usar circuitos de mayor profundidad y realizar
todas las medidas necesarias en cualquier orde-
nador personal.

En [II] se exponen una serie de reglas que
limitan la forma en la que se colocan las puertas
de forma aleatoria. Estas reglas han sido elegidas
utilizando optimizaciones numéricas para mini-
mizar la profundidad requerida para llegar a la
convergencia a Porter-Thomas. Ademas las si-
mulaciones se limitan para que los circuitos pue-
dan ser ejecutados por qubits superconductores
reales. Es decir, no se pueden aplicar dos puertas
CZ de forma simultanea entre vecinos, ya que es-
to es actualmente imposible de hacer con qubits
superconductores [11].

El conjunto de puertas cuanticas utilizado es
el £ definido anteriormente, que es universal. Las
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Figura 7

reglas son por tanto las siguientes. En el primer
ciclo siempre se aplica la puerta H a todos los
qubits. En el resto de ciclos se hace

1. Se aplican puertas CZ de forma alternante
entre las combinaciones de la Fig. [6]

2. Se aplican las puertas {v/X,vY,T}, a to-
dos los qubits no ocupados por CZ, de for-
ma aleatoria pero con las restricciones si-
guientes:

= Solo se pueden colocar puertas en el qubit
q si este estaba ocupado por una puerta CZ
en el ciclo anterior.

= Si no hay puertas de un qubit en el qubit
q en ciclos previos (excepto la H inicial),
entonces se debe colocar una puerta T.

= La puerta que se coloque en el qubit g debe
ser distinta que la que habia en ese mismo
qubit en el ciclo anterior.

En la Fig. [Ta] se puede ver un ejemplo de uno
de los circuitos aleatorios que se han generado
utilizando estas reglas. Cada una de las cajas re-
presenta un ciclo de la ejecucién, y cada circulo
la puerta que se aplica al qubit correspondiente

en ese ciclo. En azul puede verse la distribucién
de las puertas CZ tal y como se describe en la
Fig. [6] Tras haber generado el circuito se realiza
una simulaciéon numérica para obtener las ampli-
tudes de todos los qubits en el tltimo ciclo.

Una vez se han obtenido las amplitudes es
trivial calcular la distribuciéond de probabilidad,
que puede verse en la Fig. Adems4s estan re-
presentadas la distribucién de Porter-Thomas y
la distribucién uniforme. Las otras lineas son las
distribuciones de probabilidad del mismo circui-
to, pero con distintos ratios de error de Pauli r,
que es el nimero de errores de Pauli por puer-
ta del circuito. Se llama error de Pauli a una
puerta X (6 Z) que se anade en un qubit y a
una profundidad en concreto. Anadir esta puer-
ta provoca que el qubit “falle” ya que su valor
(o su fase) queda invertido. Como puede verse,
cuanto mas defectuoso es el circuito mas se acer-
ca su distribucién a la uniforme.

En la Fig.[5blesto se hace mds evidente. Anadien-
do tan solo una puerta Z en todo el circuito, y
tras calcular la media resultante de introducir
este error en todos los lugares posibles, la dis-
tribucién pasa a ser practicamente la uniforme.
Este resultado demuestra que la distribucién de
probabilidad de los circuitos cuanticos aleatorios
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es, en general, muy sensible incluso a errores muy
pequenos.

Por tltimo, resulta muy interesante simular
la entropia del circuito a distintas profundida-
des, para estudiar como converge a la de Porter-
Thomas y a que profundidad. Hasta el momento
solo ha hecho falta calcular las amplitudes de los
qubits al final del circuito, pero ahora hace fal-
ta obtenerlas tras cada ciclo. Una vez se tiene
la distribucion de probabilidad se puede obtener
la entropia utilizando la Ec. . Los resultados
pueden verse en la Fig.

La entropia de Porter-Thomas (linea discon-
tinua) ha sido calculada con la Ec. y es
H ~ 10,67, ya que N = 26, Para observar mejor
la convergencia a Porter-Thomas se ha calcula-
do la media (ademds de la desviacién estdndar)
de las entropias de multiples circuitos cuanticos
aleatorios distintos y como puede verse es muy
clara a partir del ciclo 20. La entropia de los
cuatro primeros ciclos es constante y correspon-
de con la de la distribucién uniforme debido a la
primera capa de puertas H. Las puertas en los si-
guientes tres ciclos son siempre diagonales y por
tanto no modifican la entropia.

Si uno compara los resultados de la Fig. [7h]
con los de la seccién 4 de [I1], puede verse que la
convergencia es claramente mas lenta en el caso
de la red 4x4 que en las otras de mayor tamaino.
En principio se sabe que los circuitos cuanticos
mas pequenos alcanzan la distribucién de Porter-
Thomas mds rdpidamente [11]. Sin embargo, las
reglas de aleatoriedad utilizadas han sido obteni-
das de forma numérica para minimizar el tiempo
de convergencia de las redes de [11], por lo que
es posible que no sean tan efectivas para redes
de menor tamano.

Las simulaciones niimericas de los circuitos se
han llevado a cabo en un ordenador personal con
las herramientas de software cudntico explicadas
en la Sec. [

6. Conclusion

En el presente texto se ha hecho una intro-
duccién a la computacién cuantica, y se ha pues-
to en contexto el primer resultado de su supre-
macia. La estructura de la mayoria de los tex-

tos introductorios a la computacién cudntica esta
basada en el libro de Nielsen y Chuang [1], y la
de este trabajo también. Sin embargo, las Secs.
y [b| ofrecen una perspectiva mas moderna, y son
una pequena muestra de algunos de los campos
de estudio en la actualidad.

En la Sec. [2] se explicaron los distintos com-
ponentes que forman la computacion clasica. En
las secciones siguientes se hizo lo propio para la
computacion cudntica, y se pudo ver las prin-
cipales diferencias entre ambas: la computacion
cudntica es capaz de procesar més informacién,
y en ocasiones muchisimo mds deprisa; sin em-
bargo, es extremadamente complicada de reali-
zar fisicamente y propensa a errores, y ademas
tiene ciertas limitaciones que dificultan el diseno
de algoritmos.

Como se ha visto, las puertas légicas cuanti-
cas son equivalentes a matrices unitarias, y por
tanto demostrar que se puede realizar cualquier
operacion utilizando un conjunto discreto de es-
tas puertas es mucho mas complicado que en el
caso clésico. Por suerte tal demostracién exis-
te y se vio en la Sec. aunque, como podria
esperarse, el conjunto discreto solo es capaz de
aprozimar cualquier operacién unitaria.

La simulacién de sistemas cuénticos es una
de las aplicaciones de la computacion cudntica
con més potencial, ya que los sistemas cuénti-
cos estan entre los sistemas mas complicados de
simular en fisica. En la Sec. [3.6] se explicaron
sus principios bésicos y se expuso un algoritmo
genérico que puede utilizarse para llevar a cabo
cualquier simulacion.

En la Sec. [l se hizo un estudio del marco
tedrico tras el resultado de supremacia cuantica
de Google, y se explicd brevemente su realizacion
experimental. Aunque el muestreo de probabili-
dades de circuitos cudnticos aleatorios no tiene
ninguna aplicacién practica, su estudio puede re-
sultar muy ttil para demostrar la fidelidad de
realizaciones experimentales.

Por 1ltimo, en la Sec. se vieron los resul-
tados de una simulacién de circuitos cuanticos
aleatorios 4x4, y se compararon con las predic-
ciones tedricas y los resultados de [11]. Los resul-
tados obtenidos permiten demostrar las propie-
dades mas importantes de los circuitos cudnti-
cos aleatorios, asi como su relaciéon con el caos
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cudntico. La simulacién se llevé a cabo en un or-
denador clasico con el lenguaje de programacion
descrito en la Sec. @l

La computacién cudntica es una disciplina
en auge y, aunque relativamente nueva, es pro-
bable que en los proximos afios avance hasta
convertirse en el nuevo paradigma de la compu-
tacién contempordnea. Ya sea para simular siste-
mas cuanticos, o para llevar a cabo ciertas ope-
raciones imposibles en ordenadores tradiciona-
les, la computacién cudntica encierra un poder
computacional sin precedentes.
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